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Проаналізовано методи дослідження відривних турбулентних течій та взаємодії стрибків ущільнення з 
пограничним шаром при надзвуковому обтіканні літальних апаратів за допомогою методів числового 
моделювання. Розглянуто основні математичні формулювання задач надзвукового обтікання літальних 
апаратів та показано, які з них доцільно використовувати для дослідження інтерференцій конфігурацій.  
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Постановка проблеми. Сучасний рівень розвитку суспільства неможливо уявити без космічних систем 
навколоземного базування, що призначені для забезпечення потреб зв’язку, навігації, прогнозу погоди, 
космічних досліджень тощо. Забезпечення потреб суспільства у таких системах передбачає розроблення 
нових, більш надійних, енергоефективних ракетних носіїв (літальних апаратів – ЛА) для виведення 
наукоємного обладнання на навколоземні орбіти. За допомогою тільки експериментальних досліджень в 
аеродинамічних трубах, що є надзвичайно енергоємними, цей напрям розробок забезпечити неможливо. 
Тому для розроблення нових ЛА широко застосовують теоретичні методи наукоємного комп’ютерного 
інжинірингу з використанням програмних продуктів обчислювальної гідродинаміки, що забезпечує 
мінімізацію тривалості робіт і значну економію матеріальних та людських ресурсів [1, 2]. При цьому дані 
експериментальних досліджень використовують переважно для верифікації числових моделей надзвукових 
турбулентних відривних потоків, що виникають в околі елементів (конфігурацій) ЛА, хоч вони й мають 
надзвичайно важливе самостійне значення для вивчення цієї проблеми. 

Загальною науковою проблемою є недостатній рівень досліджень різноманіття стрибків ущільнення та 
їхньої взаємодії з турбулентним пограничним шаром на поверхнях канонічних конфігурацій елементів ЛА 
(рис. 1). Дані про вплив окремих конфігурацій на формування турбулентних відривних потоків є вагомим 
підґрунтям для розуміння поведінки надзвукових потоків навколо ЛА в цілому. У більшості випадків 
відривні турбулентні потоки призводять до негативних наслідків: виникнення пікових статичних, 
динамічних й теплових навантажень, зростання енергетичних втрат, зменшення ефективності органів 
управління тощо. 

Невирішеною частиною наукової проблеми є недостатність числових досліджень теплових ефектів від 
інтерференцій турбулентних потоків таких конфігурацій ЛА як корпус-аеродинамічний руль, корпус-
перпендикулярний циліндр, корпус-газовий струмінь, що виходить перпендикулярно або під кутом до 
нього, корпус-клиновидна надбудова тощо.  

Метою цієї статті є аналіз теоретичних досліджень впливу елементів конфігурацій надзвукових 
літальних апаратів на формування стрибків ущільнення (ударних хвиль), відривних турбулентних течій та 
їхню взаємодію з турбулентним пограничним шаром та між собою. 

Аналіз методів числового моделювання надзвукових відривних течій під час взаємодії ударних 
хвиль із турбулентним пограничним шаром та інтерференцій конфігурацій. Основними проблемами 
числового моделювання широкого спектру дво- і тривимірних інтерференцій конфігурацій (ІК) за 
надзвукового обтікання ЛА є складність топології течій, невизначеність фізичних властивостей і відсутність 
строгої теорії турбулентних потоків [1]. Тому прогресу в дослідженнях і розумінні взаємодії турбулентних 
потоків, зокрема ІК під час надзвукового обтікання ЛА, можна досягнути тільки за поєднання детальних 
фізичних експериментів і числового аналізу їхньої газодинаміки на простих конфігураціях із наступним 
переходом на складні об’єкти [1, 4, 5].  

У практиці числового моделювання взаємодії турбулентних потоків за надзвукового обтікання ЛА 
поряд із пошуком раціональних моделей турбулентності на базі осереднених за Reynolds або Favre рівнянь 
Нав’є-Стокса (Reynolds averaged Navier-Stokes equations, RANS) все більшого поширення набувають методи 
прямого моделювання великих вихорів або великомасштабної турбулентності (Large Eddy Simulation, LES) і 
безпосереднього прямого моделювання турбулентності (Direct Numerical Simulation, DNS) [6]. Різницю між 
ними наведено на рис. 2. 



 
1 – прямий стрибок; 2 – вертикальний руль; 3 – кут стискання; 4 – нахилена сходинка;  

5 – усічений конус на площині 

Рис. 1 – Канонічні конфігурації ЛА [1] 

Задачі, що розв’язують за допомогою DNS і RANS 
вимагають суттєво різних розмірів розрахункових 
сіток (10…50 мкм для DNS і 1…5 мм для RANS) [6]. 
Тобто різниця між сітками RANS і DNS становить 
близько 100. Вимоги до обчислювальних ресурсів за 
умови застосування LES моделей дещо менші 
порівняно з DNS, проте є досить високими відносно 
RANS. Тому для розширення можливостей найбільш 
застосовуваних моделей RANS у числовому 
моделюванні ІК за надзвукового обтікання ЛА 
отримали розвиток альтернативні гібридні моделі 
LES/RANS або DES (Detached Eddy Simulation), що 
мають прийнятні економічність і ступінь адекватності 
[7, 8]. Моделі DES застосовують до моделювання 
зовнішньої аеродинаміки за великих чисел Re. Їх 

базують на таких RANS моделях: Spalart-Allmaras з одним рівнянням; k – ε і k – ω моделях із двома 
скалярними рівняннями [9, 10]. Обчислювальні ресурси, потрібні для реалізації моделей DES, є меншими за 
LES, але більшими за RANS. Із розглянутих моделей лише RANS можна використовувати для розв’язання 
двовимірних стаціонарних задач, решту реалізують тільки для тривимірних. 

Система рівнянь Нав’є-Стокса, записана для стискного середовища, відповідає задачам ІК за 
надзвукового обтікання ЛА. Вона має вигляд: 

 

( )

( ) ( )

( ) ( )

с
с 0;

с
с ф;

с
с : ф;

с ,

v
t

v
v v p

t
e

v e p q v
t

p RT

∂ + ∇⋅ = ∂


∂ + ⋅∇ = −∇ + ∇⋅
∂

∂
 + ∇⋅ + = −∇ ⋅ + ∇  ∂
 =

 (1) 

де ρ – густина, кг/м3; t – час, с; ∇ – оператор Гамільтона, м; v – вектор швидкості, м/с; p – статичний тиск, 
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 – тензор зсувних напружень другого рангу, Па; µ – в’язкість, Па · с; I – 

одиничний тензор другого рангу; 2ve c T v v= + ⋅  – повна масова енергія, Дж/кг; cv – масова ізохорна 

теплоємність, Дж/(кг · К); T  – абсолютна температура, К; лq T= − ∇  – вектор густини теплового потоку, 

Вт/м2; λ – теплопровідність, Вт/(м · К); R – універсальна газова стала, Дж/(кг · К).  
Система рівнянь (1) описує як ламінарні, так і турбулентні потоки [1]. За наявності турбулентності 

розв’язок (1) виходить на рівень DNS, який вже є непрактичним в обчислювальному сенсі великого 
масштабу інженерних конфігурацій через великі Re. Тим не менш, застосування DNS має сенс за порівняно 
низьких Re для кращого розуміння фізичних процесів турбулентних відривних течій. Тому для 

 
1 – RANS; 2 – LES ; 3 – DNS 

Рис. 2 – Залежність температури турбулентного 
потоку від часу за різних методів розрахунку 



моделювання великого масштабу інженерних конфігурацій у системі рівнянь (1) виконують заміну миттєвих 
значень величин статистично-середніми (рис. 2). Тобто, таким чином отримують систему рівнянь RANS. 
Для цього можна використати, наприклад, осереднення за Favre [6] та отримати середньозважені: 
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де f – миттєва величина; f
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– середня складова; f ′′ – складова коливання; n – кількість точок осереднення. 

Із використанням (2) система рівнянь (1) набуває вигляду: 
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де тензор повних напружень і вектор повного теплового потоку визначаються співвідношеннями: 
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У рівняннях (4) члени ( )″ є флуктуаціями швидкості. Для замикання системи рівнянь RANS (3) 

необхідно записати додаткові рівняння для визначення турбулентних напружень сv v′′ ′′−  або напружень Re і 

турбулентного теплового потоку сpc T v′′ ′′ . За аналогією з тензором зсувних напружень для стискного 

середовища і законом Фур’є: 
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де tµ  – турбулентна в’язкість, Па · с; ( ) 2k v v′′ ′′= ⋅  – кінетична турбулентна енергія, Дж/кг; pc – масова 

ізобарна теплоємність, Д/(кг · К); л м Prt t p tc= – турбулентна теплопровідність, Вт/(м · К); Prt – турбулентне 

число Прандтля. 
Для замикання систем (3) і (5) необхідно оцінити турбулентну в’язкість µt. Для цього існує три 

класичних підходи [11]: алгебраїчний вираз (модель Prandtl), що не потребує додаткового рівняння балансу; 
одне (модель Spalart-Allmaras) і два скалярних рівняння. 

Для задач числового моделювання взаємодії між стрибком ущільнення і пограничним шаром за 
надзвукового обтікання ЛА найбільшого застосування дістали моделі турбулентності k – ε Launder [9] і k – ω 
Wilcox [10] та їхні варіації. 

Другим наближенням у числовому аналізі надзвукового обтікання ЛА є LES (рис. 2), система рівнянь 

якої отримують за допомогою середньої за простором функції, що відповідає середній за Favre f
~

: 

 ∫=
V

GfdV
V

f
1~

, 
с

с

f
f =% ,  (6) 

де G – функція-фільтр.  
У LES великі турбуленції визначаються явно, тоді як ефект менших моделюють за допомогою 

підсіткових правил замикання. Рівняння балансу для моделювання великих вихорів отримують шляхом 
фільтрації миттєвих рівнянь балансу. LES визначає миттєве положення «великого» масштабу вирішеного 
фронту течії, але підсіткова модель все ще необхідна, щоб взяти до уваги ефекти малих турбулентних 
масштабів. У LES система рівнянь Нав’є-Стокса з урахуванням (6) має вигляд (3). Відмінність між записами 
полягає у визначенні тензора повних напружень і вектора повного теплового потоку: 
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запропоновано два наближення: перше використовує явну модель для SGS напруження й теплового потоку 
[12]; друге – неявний метод із використанням монотонного інтегрування [13].  

Повне математичне формулювання задачі надзвукового обтікання ЛА на прикладі стандартної моделі 
турбулентності k – ω для в’язкого середовища [10, 14], в якій враховано вплив малих чисел Re і стисливість 
рідини, має вигляд: 

 

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

щ щ щ
щ

с
с 0;

с
с ф ;

с м
с м ;

у

сщ м
сщ м щ ;

у

м
с с л : ф

Pr

с ,

eff

t
k k k

k

t

p t
eff v

t

v
t

v
v v p

t

k
kv k G Y S

t

v G Y S
t

c
E v E p T v q

t

p RT

∂ + ∇ ⋅ = ∂


∂ + ⋅∇ = −∇ + ∇ ⋅ ∂


 ∂   + ∇⋅ = ∇⋅ + ∇ + − +   ∂   
 ∂  

+ ∇⋅ = ∇⋅ + ∇ + − +  ∂   

  ∂ + ∇⋅ + = ∇⋅ + ∇ + ∇ +  ∂   

=

%

%
% %

%

%

% % %% %

%












 (8) 

де k – турбулентна кінетична енергія, Дж/кг; ω – відносна швидкість дисипації кінетичної енергії 
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 – функція стисливості середовища, яку використовують для корекції 

стисливості ( 2 22tM k a=  – турбулентне число Mach, гa RT=  – швидкість звуку, м/с; γ – показник 

адіабати; Sk, Sω – джерельні члени для рівнянь k і ω, відповідно; 
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напружень, Па; qv – густина об’ємного джерела теплоти, Вт/м3. 
Коефіцієнти стандартної k – ω моделі турбулентності (8): 

α*
∞ = 1; α∞ = 0,52; 0б 1 9= ; β*

∞ = 0,09; βi = 0,072; Rβ = 8; ζ*= 1,5; Rk = 6; Rω = 2,95; Mt0 = 0,25; σk = 2,0; σω= 2,0. 



Початкові умови: 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0; ; ; ; е е ,T X T v X v p X p k X k X= = = = =% %  (9) 

де ( ), , ЩX x y z ∈  – декартові координати, м; Ω – розрахункова область. 

Межові умови: 
на вході газового потоку 

 ; ; ; ; е е ,inlet inlet inlet inlet inletn v v p p T T k k⋅ = = = = =%%  (10) 

де n – вектор нормалі до поверхні; 

на виході газового потоку: 
 0; ; ; е е ,outlet outlet outlet outletp T T k k= = = =%  (11) 

на поверхні профілю ЛА  
 0; 0; 0; 0; щ 0.n p n T v k⋅∇ = ⋅∇ = = = =% %  (12) 

У разі використання DES моделі *св щk DESY k F= , де 
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шляху перемішування турбулентних потоків, що визначачають за RANS моделлю, м; 0,61DESC =  – 

константа калібрування DES моделі; ( )maxД max Д , Д , Дx y z=  – максимальний локальний крок сітки, м [15]. 

Для числової реалізації розглянутих математичних моделей ІК за надзвукового обтікання ЛА можна 
застосовувати як комерційні програмні продукти, наприклад ANSYS (Fluent, CFX) [16], так і відкритий 
програмний код OpenFOAM (Open Field Operation and Manipulation) [17]. 

Результати числового аналізу та їхнє порівняння з експериментом. З використанням програмного 
коду OpenFOAM розроблено модель для числового аналізу надзвукового обтікання нахиленої сходинки, що 
реалізує стандартну k – ω модель турбулентності (8)–(12). Результати тестових розрахунків, їхнього 
порівняння з експериментом і даними числового експерименту з використанням LES моделі наведено на 
рис. 3.  

Аналіз даних свідчить, що k – ω модель турбулентності (рис. 3, в) у загальних рисах відтворює картину 
граничного шару, стрибків ущільнення, зону відриву турбулентного потоку, отриманих в експерименті (рис. 
3, а), але для дослідження більш тонких ефектів, пов’язаних із взаємодією стрибків ущільнення, наприклад 
інтерференції конфігурацій VI типу за класифікацією Edney [1] у вигляді віяла хвиль розрідження, що 
виходять із троїстої точки λ-конфігурації [3], варто скористатися більш складними LES (рис. 3, б) або DES 
моделями. 

   
а б в 

а – експеримент – теплеровське фото [2]; б – модель LES [1, 2];  
в – модель RANS k – ω стандартна (наші дані) 

Рис. 3 – Поле градієнта густини повітря за надзвукового обтікання нахиленої сходинки 

Висновки. Проведено аналіз теоретичних досліджень впливу елементів конфігурацій надзвукових 
літальних апаратів на формування стрибків ущільнення, відривних турбулентних течій та їхню взаємодію з 
турбулентним пограничним шаром і між собою. Розглянуто математичні формулювання задач надзвукового 
обтікання літальних апаратів DNS, LES, RANS і гібридні LES/RANS, що отримали назву DES. На прикладі 
порівняння результатів, отриманих за допомогою числової моделі нахиленої сходинки, що побудована на 
основі RANS моделі турбулентності, показано, що для дослідження інтерференцій конфігурацій слід 
користуватися більш складними LES або DES моделями.  

Перспективи подальших досліджень. Числовий аналіз теплових ефектів від інтерференцій 
турбулентних потоків за різних конфігурацій ЛА з урахуванням теплового випромінювання та хімічної 
взаємодії. 
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